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i Por qué es importante una sintaxis y una seméantica formal para el LT A?
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Motivacion |

i Por qué es importante una sintaxis y una seméantica formal para el LT A?

Con respecto a la sintaxis formal, ésta nos permite:
@ combinar los simbolos del alfabeto correctamente,
@ definir funciones recursivas para razonar sobre los elementos del
lenguaje.
© definir diferentes 6rdenes parciales entre los elementos del lenguaje,
para poder hacer demostraciones por induccién.
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Motivacion Il

Con respecto a la seméantica formal:
© Elimina la ambigiiedad que existiria sin este tipo de significado.
© Nos permite razonar sobre las propiedades semanticas que tiene el
lenguaje.

© Define una funcién que es computable.
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Sintaxis de LT A

Recordemos la sintaxis de LT A:

d==0[1---19
n = dnd

e = /1\(( e (/)\(( ,'—((/)\(( ik (/)
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Definicién 1

Sea ¢ € LT A definimos el tamafio de ¢ (el ndmero de nodos que tiene su
arbol de sintaxis abstracta), en simbolos size(¢), de la siguiente manera.

1 sie=d,
size(c) = { size(n) + size(d) +1  si e =nd,
size(e;) + size(ey) + 1 sie=(¢; ¢ ey).

De aqui en adelante ¢ € {+, —, *}.
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depth(e)

Definicién 2

Sea ¢ € LT A definimos la profundidad de ¢ (la profundidad que tiene su
arbol de sintaxis abstracta), en simbolos depth(c), de la siguiente manera.

1 si e =d,
depth(c) = ¢ max{depth(n),depth(d)} +1  si e = nd,
max{depth(¢;),depth(c,)} +1 sie=(e; o ey).
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Subtérmino inmediato

Definicién 3

Sea ¢ € LT A definimos el conjunto de subtérminos inmediatos de ¢, en
simbolos immsubt(¢), de la siguiente manera.

0 se=d

immsubt(e) = ¢ {n,d} sie=

{ei,eat  sie= (e 0ey).
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Diferentes tipos de induccién

@ Induccién sobre N: Si P(0) se cumple y si dado P(i) podemos
demostrar P(i + 1), entonces P(n) se cumple para todo n € N. A
P(i) se le llama Hipétesis de Induccién.

inez (FCC-BUAP)



Diferentes tipos de induccién

@ Induccién sobre size(e): Si para todo término ¢’ con size(¢’) =1 se
cumple P(¢') y si dado P(¢”) podemos demostrar que P(¢”) con
size(¢") < size(¢"), entonces P(¢) se cumple para todo ¢ € £. A
P(¢") se le llama Hipétesis de Induccién.

inez (FCC-BUAP)



Diferentes tipos de induccién

@ Induccién sobre depth(e): Si para todo término ¢’ con depth(¢') =1
se cumple P(¢") y si dado P(¢”) podemos demostrar que P(¢”) con
depth(¢") < depth(¢""), entonces P(¢) se cumple para todo ¢ € L. A
P(¢") se le llama Hipétesis de Induccion.
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Diferentes tipos de induccién

@ Induccién estructural: Si para todo término ¢’ con immsubt(¢’) = {}
se cumple P(¢") y si para todo ¢’ € immsubt(¢"") dado P(¢”)
podemos demostrar que P(¢”), entonces P(¢) se cumple para todo
ce L. A P(¢") se le llama Hipétesis de Induccién.
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Semantica de LT A

Recordemos la semantica de LT A.

:LTA—=Z

[0] =0,...,[9] =9
[nd] = (([n]*10)+[d])

[(citea)] = ([eid+[ea])
[(eimea)] = ([ei]—[eal)
[(eixea)]l = ([ei*[eal)




Todo término aritmético tiene un significado

Teorema 4

Para todo ¢ € LT A, existe z € Z tal que [¢] = =.
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Todo término aritmético tiene un significado

Teorema 4

Para todo ¢ € LT A, existe z € Z tal que [¢] = =.

Demostracion: por induccién sobre el tamafio de e.
Hipdtesis de induccion: Si size(¢) = k, entonces [¢] = z..
e=d: [d] = zq.
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Todo término aritmético tiene un significado

Teorema 4

Para todo ¢ € LT A, existe z € Z tal que [¢] = =.

Demostracion: por induccién sobre el tamafio de e.

Hipdtesis de induccion: Si size(¢) = k, entonces [¢] = z..

e =nd: [nd] = (([n]*10)+[d]), por la definicién de size:
size(n) < size(nd), asi por hipétesis de induccién tenemos:
[n] = =z, de tal manera que (([n]*10)+[d]) =
((zn % 10) + 24) € Z.
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Todo término aritmético tiene un significado

Teorema 4

Para todo ¢ € LT A, existe z € Z tal que [¢] = =.

Demostracion: por induccién sobre el tamafio de e.

Hipdtesis de induccion: Si size(¢) = k, entonces [¢] = z..

e = (e;0¢4): Donde o € {+,—,*}. [(e;000)] = ([ei]e[ea]), nuevamente
por la definicién de size: size(e;) < size((e;004)) y
size(ey) < size((e,0¢,)), aplicando la hipétesis de induccidn
dos veces, tenemos: [¢;] = z¢, y [c4] = z,, de tal manera
que ([eiJelea]) = (ze; © 2e,) € Z.

a’
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El significado de un término aritmético es unico |

Teorema 5

Seac e LTA, si[e] =2 y[c] = 2" entonces 2/ = 2.
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Teorema 5

Seac e LTA, si[e] =2 y[c] = 2" entonces 2/ = 2.

Demostracién: por induccién sobre el tamaio de e.
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El significado de un término aritmético es unico |

Teorema 5

Seac e LTA, si[e] =2 y[c] = 2" entonces 2/ = 2.

Demostracién: por induccién sobre el tamaio de e.

Hipdtesis de induccion: Si size(e) =k y [¢] = 2’y [¢] = 2" entonces
2 =2
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El significado de un término aritmético es unico |

Teorema 5

Seac e LTA, si[e] =2 y[c] = 2" entonces 2/ = 2.

Demostracién: por induccién sobre el tamaio de e.

Hipdtesis de induccion: Si size(e) =k y [¢] = 2’y [¢] = 2" entonces
2 =2

e =d: Si[d] = 2,y [d] = 2/ entonces claramente 2z}, = 2.
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El significado de un término aritmético es unico |

Teorema 5

Seac e LTA, si[e] =2 y[c] = 2" entonces 2/ = 2.

Demostracién: por induccién sobre el tamaio de e.
Hipdtesis de induccion: Si size(e) =k y [¢] = 2’y [¢] = 2" entonces
/ "
2 =2

e =nd: [nd] = (([n] *10) + [d]) = ((2], * 10) + z4) y
[nd] = (([n] = 10) + [d]) = ((2) % 10) + z4), por la
definicién de size: size(n) < size(nd), aplicando la
hipétesis de induccién tenemos z/, = 2!, asi que
(2] % 10) + z4) = ((2)l % 10) + zg).
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El significado de un término aritmético es unico Il

Demostracion: por induccidn sobre el tamaiio de e.

Hipdtesis de induccion: Si size(e) =k y [e] = 2’y [¢] = 2" entonces
2 =2,
e=(e;0ey): Donde o € {+,—,x}. [(c;0oc))] = ([ei] o [ed]) =
(z¢, 0 2¢,) y [(cioea)l = ([eil o [eal) = (22, @ z¢,), por la
definicién de size: size(e;) < size((e;0¢4))y
size(e) < size((e¢; ¢ ¢y)), aplicando la hipétesis de
induccién dos veces tenemos 2, = 2!y 2, =z,
concluyendo que (2, © 2, ) = (2, o 2 ).

lle Martinez (FCC-BUAP)



Ejercicios

© Implemente en ML las funciones size, depth y immsubt (utilice los
tipos de datos que previamente hemos definido para implementar
LTA).
@ Pruebe sus funciones con las siguientes expresiones (traduzca primero
cada expresién a un elemento del tipo exar):
0 (23+50), (28 % 15).
0 (9—(5%2)),(23*(8+2)).
© Demuestre por induccién sobre depth e induccién estructural los
Teoremas 4 y 5.
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